
บทที่  8 
ศักยสมมาตรทรงกลมสามมิติ  

  
  

ในบทน้ีจะศึกษาอนุภาคภายใตศักยสมมาตรทรงกลม(Spherically symmetric 
potential )  ใน 3 มิติซึ่งเปนสภาวะปกติของอนุภาคท่ัวไป 

ในบทน้ีจะศึกษาอนุภาคภายใตศักยสมมาตรทรงกลม(Spherically symmetric 
potential )  ใน 3 มิติซึ่งเปนสภาวะปกติของอนุภาคท่ัวไป 
  

                                                                                   
 

รูปที่ 8.1  ระบบพิกัดทรงกลม 
 

                                        φθ cossinrx =  
                                        φθ sinsinry =  

                                        θcosrz =  
                       
                     

8.1 การแบงฟงกชันคล่ืน  

ในหนึ่งมิติสมการชเรอดิงเงอรจะอยูในรูป    ซึ่งพลังงานศักยของ

อนุภาค คือ    แตในระบบ 3 มิติพลังงานศักยจะอยูในรูป   ทําให 
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สมการชเรอดิงเงอรอยูในรูป 
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แยกสวนรัศมีกับมุมออกจากกัน 

 
),()(),,( φθφθ yrRrv =  

สมการคลื่นจะกลายเปน 

 

                              
[ ]

λ
φθθ

θ
θθ

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

−=

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2

2

2

2

2
2

sin
1sin

sin
11

)(21

YY
Y

rVEmr
dr
dRr

dr
d

R η
 

 
จากกลศาสตรด้ังเดิม ถาอนุภาคถูกกระทําโดย ศักยสมมาตรทรงกลม        
จะทําใหโมเมนตัมเชิงมุม เปนคาคงที่สําหับการเคลื่อนที่     สําหรับกลศาสตรควอนตัมหมาย 
ความวา ตัวดําเนินการโมเมนตัมเชิงมุม  L2  จะสลับที่ไดกับแฮมิลโทเนี่ยน 
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จะเห็นวา แฮมิลโทเนี่ยน  ที่ขึ้นกับมุม คือ  L2  ทําใหสามารถแยก ฟงกชันคลื่นไดเปน 2 สวน 
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จะไดสมการเชิงรัศมี 
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และสมการเชงิมุม 
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แยกสมการเชงิมุมตอ  ให      จะได )()(),( φθφθ ΦΘ=Y
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คําตอบของสมการ (8.1)  คือ 
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สําหรับสมการ (8.2) จะใชพนุนามเลอจอง  ( Legendre polynomials ) 

 

ให     จะได )()(cos wpw =Θ⇒= θθ
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เน่ืองจาก   อยูระหวาง      ดังนั้น   w  จะอยูระหวาง  -1  ถึง  1   θ π→0

 
คําตอบเม่ือ  m = 0 จะอยูในรูปเลอจอง โพลิโนเมียล    )(wp l

 

กําหนด  ฟงกชันกอกําเนิด 
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หาอนุพันธเทยีบกับ  w  และ  s  จะได 

              ………………(8.4) 1
'2 )1( −+−=− lll lplwppw

           11 )12()1( −+ −+=+ lll lpwplpl   ………………(8.5) 
 

สมการอนุพันธลําดับต่ําที่สุดจะประกอบดวย  Pl  ซึ่งสามารถสรางจากสมการ 14.11  
จะไดสมการเหมือน  14.9  เม่ือ     และ  m = 0 )1( += llλ

 ถา    สมการที่  14.9 จะมีคําตอบที่ยอมรับไดเม่ือ   และ 

 ซึ่งสามารถเขียนในเทอมของพหุนามเลอจองโพลิโนเมียล 
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ฟงกชันกอกําเนิด คือ 
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8.2 ฮารมอนิกทรงกลม (spherical harmonics) 

สวนสมการเชิงมุม    ซึ่งเปนคําตอบของสมการ     เรียกวาฮารมอนิก 
ทรงกลม 
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เม่ือ  ไดจากสมการ  14.8   และ    เปนคาคงที่ของการนอรมอลไลซ )(φmΦ lmN

 
เพ่ือความสะดวกเราเขยีนฮารมอนิกทรงกลม 
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ตัวอยาง  ฮารมอนิกทรงกลม  ลําดับตนๆ 
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8.3 โมเมนตัมเชิงมุม (angular momentum ) 
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8.4 ความสมัพันธสลับที่ ( Commutation relations ) 
 
สําหรับพิกัดคารทีเซียน ,ความสัมพันธสลบัที่ระหวาง   คือ ( )zyxjLj ,,=

 
[ ] zyx LiLL η=,  

[ ] xzy LiLL η=,  

[ ] yxz LiLL η=,  

 

   [ ] [ ] [ ] [ ] 0,,,0, 2222 ===⇒= yxz LLLLLLLL  

 

[ ] ∑=
k

kijkjj LirL εη,  

[ ] ∑=
k

kijkjj pipL εη,  

 

                   [ ] [ ] [ ] 0,, 22
, === rpLrLpL iij  

 
                       =  1           เม่ือ   ijk =    cyclic  permutation 
                 1−=ijkε          เม่ือ  ijk = anti-cyclic  permutation 
                       =   0          อ่ืนๆ 
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8.5 ตัวดําเนินการเพิม่และลดคา (Lowering and Raising operator ) 

                 ตัวดําเนินการเพ่ิมคา  yx iLLL +=+

                 ตัวดําเนินการลดคา           yx iLLL −=−

 
ดังนั้น   

2
−+ +=

LLLx     
i
LLLy 2
−+ −=  

 

+L  และ    ไมเปนตัวดําเนินการเฮอรมิเที่ยน(  Hermitian operator )  จะไดวา −L

          ( )+−−+ ++= LLLLLL x 2
122  

และ 
        +−−+ =+−= LLLLLLL Zz η22

 
จะไดความสัมพันธสลบัที ่
            [ ] 0,2 =±LL  

              [ ] ±± ±= LLLz η,

                    [ ]  ZLLL η2, =−+

 
8.6  พีชคณิตของโมเมนตัมเชิงมุม  

 
ตัวดําเนินการ L2   และ  Lz   เปน  ตัวดําเนินการเฮอรมิเที่ยน 
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ตัวดําเนินการ L2   และ  Lz   ตัวดําเนินการสลับที ่
[ ] 0,2 =zLL  

 
ดังนั้น 

          >+>= lmlllmL |)1(| 22 η
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>−+−+= 1,|)1)(( mlmlml η  

 
ถา  |lm>  เปนไอเกนเวกเตอร ของ  L2  โดยมีคาไอเกน l(l+1)  สําหรับ  l  คาหน่ึง  จะมี  
คาไอเกน ที่เปนไปไดของ  Lz   จํานวน  2l+1 
 

llllm ,1,...,0,...,1, −+−−=  
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0,| >=+ llL      และ    0,| >=−− llL
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21212211 | mmllmlml δδ>=<  

มูลฐาน นี้เรียกวา   มูลฐานมาตรฐาน 
 
ความสัมพันธปด  ของ  มูลฐานมาตรฐานคือ 
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8.7 พิกัดชนิดขัว้ทรงกลม (spherical polar coordinate) 
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ดังนั้น  ไอเกนเวกเตอร ของ  L2  และ  Lz   จึงขึ้นอยูกับมุม     อยางเดียว φθ ,
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สําหรับศักยสูศูนยกลาง(  central potential )  V(r) = V(r) 

 

),( φθm
lY    จะเปน  ฮารมอนิกทรงกลม  ซึ่ง 
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8.8  รูปเมทริกซของโมเมนตัมเชิงมุม 

 สมาชิกเมทริกซ  Aij  ซึ่งแทน ตัวดําเนินการ  A  จะเขากันไดกับ 
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ตัวอยางที่ 1     พิจารณา ความสัมพันธตอไปน้ี 
 
 L+  =  Lx + iLy     ,   L-  =  Lx - iLy 
  

L+|lm>  =  l(l+1) - m(m+1) | l,m+1>h  
 
L-|lm>  =  l(l+1) - m(m-1) | l,m-1>h  
 
Lz|lm>  =  m h  | lm > 
 
L2|lm>  = l(l+1)  | lm > 2h

 
เมือพิจารณาระบบ ซึ่ง  l = 1   จงหาเมทริกซของ   Lx,Ly,Lz  และ  L

2  ในรูปของมูลฐานของ  
ไอเกนเวกเตอร ของ  Lz  และ  L

2 
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วิธีทํา     Lx,Ly,Lz  และ  L
2  เปนตัวดําเนินการเฮอรมิเที่ยนซ่ึงสมาชิกแตและตัว  aij  =  aji* 

 สําหรับระบบที่มี  โมเมนตัมเชิงมุม   l = 1 จะมีไอเกนเวกเตอรของ  L  ดังนี้ 
  
                                 |1>   เม่ือ    l = 1 ,   m = 1 
                                 |0>   เม่ือ   l = 1 ,   m = 0 
                                 |-1>  เม่ือ   l = 1  ,  m = -1 
 

ถาตองการหา รูปแทนเมทรกิซของ  Lx  เราจะตองคํานวณความสัมพันธ  
 

 Lx|1>  =   1
2

(L+ + L- | 1 >  =  1
2

 L- | 1>  =  
2
h  | 0> 

                                                                     

 Lx|0>  =  1
2

 (L+ + L- | 0 >   = 
2
h   (| 1> + | -1>) 

                                                      

 Lx|-1>  = 1
2

 (L+ + L- | -1 >  =  1
2

L+ | -1>  = 
2
h   | 0> 

                                                                         
ถาเราเลือก มูลฐานมาตรฐาน 
 
                          1                             0                                0                  
 |1>  =        0                 |0>  =    1                |-1>  =       0    
                          0                             0                                1 
 
ดังนั้น  รูปแทนเมทริกซของ Lx คือ 

Lx  = 
2
h  
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เชนเดียวกัน  สําหรับ  Ly   

Ly |1>  = 1
2i

 (L+ - L-)|1>  = 
2

ih   | 0 >   

         Ly |0>  =  1
2i

 (L+ - L-)|0>  = 
2

ih   |-1> - |1 >   

Ly |-1>  = 
1
2i

 (L+ - L-)|-1>  = 
2
i− h

  | 0 >                                                  

ด้ังนั้น                                

Ly  =  
2
h  

 
สําหรับ  Lz  เรามี  Lz|1>  =  |1> ,  Lz|0> = 0  และ   Lz|-1>  =  - |-1>   ดังนั้น h h

 
Lz  =  h  

 
สําหรับ  L2  เรามี  L2|1> = 2 2|1>, L2|0> = 2 2|0>  และ  L2|-1> = 2 2|-1>  ดงนั้น h h h

 
L2  =  2 2   h
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แบบฝกหัดแบบที่  8 
 
1.   จงพิสูจนวา    ก)      ข)   2 , ZL L⎡ ⎤ 0=⎣ ⎦ L L i L× =

uv uv uv
h

2.   จงหาโอกาสในการวัด แลวไดคาศูนยสําหรับระบบที่มีโมเมนตัมเชิงมุม = 1 และอยู

ภายในสเตท    

xL
1

1 2
14 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

3.   จงคํานวณหาคาฟงกชัน 
( ),m

ly θ Φ  เม่ือ  0, 1m = ±

 
4. อนุภาคภายใตศักยสูศูนยกลาง กําหนดให  เปนไอเกนสเตท และ  ml

2L ZL

 ก) จงหาผลบวก 2 2
x y  L LΔ +Δ

 lข) และ m  คาใดทีท่ําใหผลบวกในขอ ก) เปนศูนย 
5.พิจารณาแฮลมิลโทเนียนของตัวกวัดแกวงฮารมอนิก 3 มิติ 

 ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 21
2 2x y z

mp p p x y z
m

ω
Η = + + + + +  

 ก) จงเขียนแฮลมิลโทเนียนในพิกัดทรงกลม 
 ข) จงหาไอเกนฟงกชันของแฮลมิลโทเนียนในพิกัดทรงกลม 
 ค) จงหาคาไอเกนพลังงาน 

6. สําหรับระบบที่มีโมเมนตัมเชิงมุม จงหาคาไอเกนและไอเกนเวกเตอรของ  1l = x y y xL L L L+
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